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.MЛTЬLMATЮKO-FYZIKЛLXY ЄЛSOIЧS SÀV, 10, 4, I.ИHІ 
»OPPELVERHALTNISSCHAREN MIT ZUSAMMENFALLENDEN 
ODER IMAGINÄREN GRUNDKURVEN AUF REGELFLÄCHEN 
JOS FT, VALA. Brno 
In der B e h a n d l u n g be t rach te t m a n die Bedingungen der Fxisfenz der (quadra-
tischen und schichtbildenden. Doppel \ erhält nisseharen m i t den zusammen-
fallenden oder imaginären Grundkurven, auf der Regelfläehe </>, die keine 
Torso ist. 
a) B e t r a c h t e n wir eine Regelfläehe 0 im pro jek t iven dreidimensionalen 
Kaum I+. In diesem R a u m d e n k e n wir uns ein festes p ro jek t ives Koord ina ten-
system eingeführt , das uns ermögl icht , j eden ana ly t i schen P u n k t X des 
Haumes F3 durch seine Koord ina ten ,T,-, i l, 2, 3, 4, festzulegen. Die Glei-
chung der Fläche 0 sei in der Form 
(1) .V -= Jj(ll) + vz(u). 
Die Fläche 0 sei keine Torse. Die Koord ina ten f/i. z\, i ~ 1, 2, 3, 4, der P u n k t e 
der Le i tku rven Cy, Cz seien die analyt ischen Funkt ionen der reellen Veränder-
lichen M, die in dem angegebenen abgeschlossenen In t e rva l l / definiert sind. 
Setzen wir weiter voraus, daß für alle Werk 4 des Pa rame te r s u im Interval l 1 
( l a ) (j/,z. j/\z') •/ 0 
gilt. (Die Str iche bedeuten die Able i tungen nach u.) D a s bedeu te t , daß keine 
dvv Frzeugcnden der Fläche 0 im Interval l 1 die Torsa lgerade ist. 
Die Differentialgleichungen der Le i tkurven Cy, Cz der Fläche 0 haben die 
Form: 
(-) !i" --• OCny + 0C]2Z + ß\\Jj' + ßi2z\ 
(X21!/ ~̂~ x?>'iz -1- ß-njj' + ßviz'. 
Die (Ji'ößen y.-,k, ßn-,, i, k ----- i, 2. k a n n man bei den gegebenen a r i thmet i -
schen Kurven Cu, Cz aus den Gleichungen (2) e rha l ten . Bei Gül t igkei t von 
( la) sind aik, ßik, +jkl ß'!k, i. k —- 1, 2, reelle Funkt ionen des Pa rame te r s u. 
die im Interval l 1 definiert sind. 
Auf der Fläche 0 be t rachten wir eine Dojipelvcrhällnisschar (eine R-Schar), 
die durch die Hiceatischc Differentialgleichung 
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(3) V } cc(u) + '2ß(n)v -] y(u) v2 <) 
gegeben ist. Die Funkt ionen oc(u) + 2ß(v)v -- y(u)v2, x'(u) (• 2ß'(u)r • ; ' '(")'"-
der Pa ramete r u, v seien für u e /• und für alle reelle AVerte von v definiere. Dann 
sind auch die Funkt ionen v(u), ß(u), y(u). ot'(u), ß'(u), y'(u) im In terval l / 
definiert . Wir schließen (Jen Fall aus , daß für irgendeinen Wer t it() de* Para-
meters u, Ho e I, wenigstens eine von den Funkt ionen x(u), ti(u), y(n) nicht 
definiert ist. Dann existieren keine Lösungen der Gleichung (3), die in den 
reellen P u n k t e n der Geraden p (u ----- H0) der Fläche 0 die reellen, von der 
Geraden p verschiedenen T a n g e n t e n haben . Wei ter schließen wir den Fall 
aus , daß für irgendeinen Wer t u\ des Pa rame te r s u, ii\ e I, die Funk t ionen 
x(u), ß(u), y(u) zwar definiert sind, aber wenigstens eine der Funk t ionen 
oc'(u), ß'(u), y'(u) niclit definiert ist. D a n n sind für die In t eg ra lku rven der 
Gleichung (3) keine Schmiegebenen in den P u n k t e n der Geraden p (u H\) 
der Fläche 0 definiert. Im folgenden schliessen wir auch den Fall aus . daß 
die Schar von In tegra lkurven der Gleichung (3) die a sympto t i sche Schar der 
Fläche 0 ist. 
Die Kurven der H-Schar schneiden die Erzeugenden der Fläclie 0 in den 
pro jekt iven P u n k t r e i h e n durch . Die Tangen ten der K u r v e n der i?-Schar 
längs der E rzeugenden j? der F läche 0 bilden eine Quadr ik HJ. Die Flächen T 
längs aller Erzeugenden p der Fläche 0 bilden eine einparametr iscJie Quadr ik-
schar llJu. Die Charak te r i s t ik der Quadr ik dieser ScJiar bes teh t aus der Er-
zeugenden der F läche 0 u n d allgemein noch aus der Kurve k drittel* Ordnung . 
In dem Raum P% denken wir uns das bewegliche Koord ina t ensys t em: die 
Ecken dieses Sys tems seien die P u n k t e tj, ~, //', z'. Bezeichnen wir mit t, . 
.*'_.. .'*'3. <r.\ die Koord ina ten des P u n k t e s X, d. b. 
X -=•- x\jj + x2z -{- x%j/' + x +, 
d a n n haben die Kurven k folgende Gleichungen (siehe |4 | ) : 
xi 7 -l- B' -f 2(B + y)(ß + yv)— B(ßn + vß21). 
(I) x2 r(<r -! B') — 2(B + iP)(oc -f ßv) — B(ß\2 + vß22). 
JV* -_ W + 2B, 
x4 ----: v(ip + 2B), 
B = —oc — 2ßv - - yv2, qj —- —v2oc2i + v(x22 — ^n) + ^12, '/' -— —v
2ß2\ -r 
+ v(ß22— ßn) + ßvi- W e n n sich der P a r a m e t e r u ände r t , d a n n bilden die 
K u r v e n k die F l äche Ü. 
L ä n g s der K u r v e k b e r ü h r t die F l äche Ü die Torse T d r i t t e r Klasse . Die 
Torse T ist die Hüllfläche der Schmiegebenen der K u r v e n der .ß-Schar längs 
der zugehör igen E rzeugenden p der F läche 0 . Diese Schmiegebenen haben 
die Gleichung (siehe [4]): 
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(5) -v(iy + 2B).n + (<r + 2B).c2 + [—B(ßi2 + vß22) — 2ß* — v(—</ 
B)\x3-[ [B(ßn + vß2i) — y — B].vi - 0, 
dB cB 
wo B ----- -)- IL 
C)l cv 
Wenn die Kurven k immer in eine Gerade und in einen Kegelschnitt zer-
fallen, dann nennen wir die betrachtete ß-Schar quadratisch, wenn aber die 
Kurven k immer in drei Geraden zerfallen, dann nennen wir die betrachtete 
ß-Schar schichtbildend (Mayer [2J, S. 5). 
b) Wir nennen Grundkurven der .ß-Schar ein Kurvenpaar der Fläche 0 
mit der Eigenschaft, daß in den Punkten dieses Paares die Kurven der ß-Schar 
die asymptotischen Kurven berühren. In der Behandlung [4] betrachtet man die 
ß-Scharen mit den reellen nicht zusammenfallenden Grundkurven. Betrachten 
wir nun den Fall, daß die Grundkurven dieses Paares in eine Kurve zusammen-
fallen. Durch eine geeignete Wahl des parametrischen Systems auf der Fläche 
0 kann man erreichen, daß die Grundkurve der .ß-Schar die Kurve Cy ist. 
Das werden wir im folgenden voraussetzen. Alle ß-Scharen mit den zusammen-
fallenden Grundkurven in der Kurve Cy bezeichnen wir mit E(y, y). 
Satz 1. Jedv E(y, y)-Schar ist die Schar von Jntegralkurven der Differential-
gleichung 
ßvi , ß*2 ßl\ [ ß2 
((>) v' r -•-; + : v + O — | v
2 r= 0: 
o Г o 
n ist eine beliebige Funktion des Parameters u. 
Man muß voraussetzen daß O, O' reelle Funktionen des Parameters u im Inter-
vall 7 sind. (O ist im Intervall J der Differentialklasse Cl.) 
Beweis : Die asymptotischen Kurven der Fläche 0 haben die Gleichung 
(7) 2v' 4 ßl2 + (ß22 — ßn)v — ß2lv* = 0. 
( B a r n e r [1], S. 57.) 
Offenbar ist durch (7) eine schichtbildende Schar mit zwei Geraden der zer-
fallenen Charakteristik, die immer mit der zugehörigen Geraden p der Fläche 
0 zusammenfallen. 
Die Gleichungen der Kurven, in deren Punkten die Kurven der betrachteten 
R-Schar die asymptotischen Kurven berühren, bekommen wir leicht aus den 
Gleichungen (3), (7) 
/5l2 ß22 ßll , ß2l , 
v H v2 + oc + 2ßv + yv2 = 0. 
2 2 2 
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Aus der Bedingung, daß diese Relat ion eine zweifache Wurze l r .- o ha t . 
bekommen wir dann 
/ + _лn +2 - + 1 1 
a — , "2ß :::  
fci 
. o -— g(n.). 
Weiter ist o / 0, das folgt leicht aus der Voraussetzung , d a ß die b e t r a c h t e t e 
/?(//, //)-Schar nicht eine a s y m p t o t i s c h e Schar ist. I m folgenden setzen wir 
(j(ii) 0 für u c I voraus. 
Satz 2. Wenn die Kurve (Jy eine Fleknodalkurve der FläcJte <I> i*t, dann sind 
alle / + / , ]f)-ScJt(fren quadratisch oder schichtbildcnd. Wenn Cu keine Fleknodal-
kurve der Fläche 0 ist, dann existiert Iceine. quadratUcl<c od r .<cJ>icJttbiid< nd< 
R(tj, t/)ScJiar. 
B e m e r k u n g . J e d e Kurve der Quadrik k a n n man als F leknodalkurve be­
t r a c h t e n . 
B e w e i s . Die kubische Charakter i s t ik (U'r Quadr ik 7y der //(//• //) Schar in 
den F u n k t e n der G e r a d e n 2) (\^r Fläche 0 h a t nach (4), (0) folgende (Jleichungen: 
(8) x} -•-  ? + + + — 2p) --[• ?;
2[----a2i -f- lß'.n --</ + + ( / + -j- ßu) -• + 2 1 + 2 2 
+ ßu)\ •! v\oc22 — - a n — H + 2 - / + ) ' A- kißli ~ i-'i\) - fh-iQl 
+ +12 !2ß\,f+ ]/>J2+22+ / + + 
X2 ^ ?+ a-21 + \ß'.n — Q —- l + t(+2 + ßll) — + / +
 ; + / + ] - + a-22 
- a u - 2+22 — / + ) ' f- 2+20 4- j(/4> — +f,)J - r [ai2 - \ß\-> -
-I +12+22 -1 /+ + 
.1:3 --- —2QV2, 
XA -- — 2 ^
3 . 
Die Charakter i s t ik zerfällt, nur in dem Falle, wenn 
irilt. 
a 1 2 — 2+12 + 4 + 2+22 ť / + ) - 0 
Die Fleknodalkurven der Fläche 0 h a b e n die ( d e i c h u n g 
( 1 0 ) U i 2 i +22 a U ) T ~ - OL^V
2j — + [ ^ 2 [- ( + 2 - ß'\l)r ~ / + !>*- | v + >12 : 
-I (+2 •- ßu)r - - + 2 1 + + / + 4 + u ) -- 0. 
Wenn wir in der Gleichung (10) r ----- 0 voraussetzen, d a n n b e k o m m e n wir 
die B e d i n g u n g (9). Die Bedingung (9) h ä n g t nicht von o ah . bei ihrer Gültig­
keit sind alle R(j/, //)-Scharen. q u a d r a t i s c h oder schiehtbi ldend. 
Im folgenden setzen wir voraus, d a ß die Fläche 0 keine Q u a d r i k ist. Das 
bedeutet , d a ß die Koeffizienten hei vk, k 0. i. 2 in der Gleichung (10) nicht 
alle identisch gleich. Null sind. 
Satz 3. Wenn die Kurve (>y eine Fleknodalkurve utal leine asuntptoti.<cJir 
Kurve der Fläche </> ist tenä trenn die zweite Fleknodalkurve, nicJtf mit (Jf zir<am-
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iinnfdlli. dann (xisticrt nur eine xchichffiitdendc /7(//, //)-Sch(U\ Wenn Cu eine 
(!, rad( i*f, dann existiert allgemein Leine sekieJitbitdende /i(y. //) Schar. W( nn 
uh( r die zweite Fieknodatkurce mit der Ceradcn (JtJ zusamwenfällt, dann sind uii< 
!*(!/• /f)-Scharen scfucfiilntäeud. Wenn beide Fichnodalfrurven, der Flache </> 
in dir Knrrc (nicht in der Ceradcn,) (',, zusammenfallen. dann sind alle /'(//. //)-
S(f;<tr( n (/nadrafiscfi. 
F e w e i s . Setzen wir voraus, d a ß die Kurve Cy d\o F leknodalkurve der Flache 
</> ist. Dann gilt die Relation (9). Wir können leicht nach (5) und (<)) die Fhenen-
koordinaten der Schmiegeheiien den1 Kurven der R(y. //) Schar, (d. li. die 
Koeffizienten hei x\. .r_>. .r%. x.\ in der Gleichung (5) finden. 
{ M ) t j 2or±, 
C;, Г-
j>2! 
e\iM -I- M a-2i 
1 
/' 'IL)(P'22 ! th\) \ (aaa — « , , ) • - . ( / > „ - - ft,)]. 
(/>2 
/>>! 
- ' J />>! -!• v 




(0C22 a n ) - - (VH- (/4 /îfi) 
Wir sehließen den Fall v 0.. d. li. für alle Werte von u --- Ho (n r /) im 
im1!' deu Fhenenbüsehel mit der Achse in der asymptotischen Tangente im 
Funkte4 dev Kurve Cu (Mayer [3], S. 5.) aus; durch die Gleichung (II) ist für 
n //(, ein ouadratisclier Kegel gegeben. Dieser Kegel zerfällt, wenn 
( І Ľ ) 
&& OH* 
A(t(. c) - -)- Jl(u, V)  
r)v'2 cytß 
F 2, 3, 4. 
für alle Werte des Parameters v immer bei dem konstanten Werte des Para­
meters u gilt. 
Die Bedingung (12) ist nur in dem Falle erfüllt, wenn 
(13) }2(ß2« -ßuy - ( a 2 2 — a n ) - WI2 — ßli) — Qßi*
 : ° 
gilt. Allgemein kann man also nur ein solches O finden, für welches die Rela­
tion (12) erfüllt ist. Es existiert dann nur eine schichtbiidende li(y. //)-Schar. 
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W e n n aber ßi2 =• 0 gilt, d a n n gilt n a c h (9) auch ocu — 0, Cu ist d a n n nach 
(2) eine Gerade u n d die Re la t ion (13) l au t e t d a n n : 
(14) \(ß22 — ßnY — (a22 — a n ) — £( /& — ßn) = 0 . 
W e n n (14) u n d (9) gilt , dann fallen nach (10) in der Geraden Cf/ beide 
Fleknodall inien der Fläche 0 z u s a m m e n . Alle R(y, / / )-Scharen sind dann 
schichtbi ldend. 
Wenn abe r (14), (9) u n d ß12 + 0 gilt , d a n n exis t ier t keine sch ich tb i ldende 
R(y, //)-Schar. 
I m folgenden werden wir voraussetzen, daß die Fläche 0 eine Quadr ik ist. 
Satz 4. Wenn die Fläche 0 eine Quadrik ist, dann existiert allgemein keim 
schichtbildende R(y, y)-Schar, alle R(y, y)-Scharen sind dann quadratisch. 
Wenn aber Cy eine Gerade der Fläche 0 ist, dann sind alle R(y. y)-Scharrn 
schichtbildend. 
B e w e i s . Wenn 0 eine Quadr ik ist, d a n n ist die Rela t ion (13) für o o 
nu r d a n n erfüllt , wenn ßi2 —- 0 ist . Dann ist aber C eine Gerade . 
c) I m folgenden werden wir voraussetzen, daß die nach a) definierte Fläche 0 
keine Torse ist, sonst k a n n sie eine beliebige Regelfläche sein. Weiter werden 
wir voraussetzen, daß Cy eine F leknoda lkurve der Fläche 0 ist. Auf der 
Fläche 0 be t rach ten wir eine quadra t i sche R(y, ?y)-Schar. Die quadra t i schen 
Charakter i s t iken der Flächen lF der Y^-Quadr ikschar , die zur gegebenen 
R(y, /y)-Schar gehör t , haben nach. (8) u n d (9) folgende Gleichungen : 
(15) Xi - V*Q(ß2i — 2Q) + V[—0C21 + \ß21 — Q' + \o(ß22 + /hl) — \ß2\(ß22 
+ jSn)] f- [«22 — a u — \(ß22 — ßn)' -]- l(ßl2 — ßn) -t- ßvio\, 
x2 •=, iß[— a21 + \ß21 — Q — \ß2i(ß22 + ßn) — hßu "!- ^ 2 2 ] -r- 0[x-22 -
— an — \(ß22 - ßnY + 2ßn2Q + \(ßl, — ßn)\, 
x3 — —2QV, 
x4 — —.2QV
2. 
Diese K u r v e n bilden d a n n eine Kegelschnit tsf läche Q(y, //). Be t r ach t en wir 
eine Erzeugende p (u — uo) der Fläche 0. Bei dem k o n s t a n t e n Wer te des 
Pa rame te r s u (u = UQ) bes t immen die Gleichungen (15) ( inen Kegelschnit t 
k[y(uo), y(Uö)\. Diese Kurve schneidet die Gerade p (u — u0) der Fläche 0 
im P u n k t e y(uo). 
I m folgenden werden wir die Eigenschaften der zu allen quadra t i schen 
R(y, //)-Scharen gehörenden Kegelschni t te k[y(uo), y(i(o)\ be t rach ten . 
Satz 5. Die Tangente des Kegelschnittes k{y(uo), y(uo)\ im Punkte y(uo) kann 
keine asymptotische Tangente der Fläche 0 sein. 
B e w e i s . Die Tangen te der Kurve k[y(uo), y(u0)} im P u n k t e y(uo) ist dureh 
den Punk t y(uo) und nach (15) du rch den. P u n k t 
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+ 2/^i — Q' + Mfl-n + flu) — J M f t - + ßn)]y + [«22 — «11 — 
i(/4 — flu) + 2/?12» + ](/4 — ßl)]z — 2oy' 
bes t immt . In der Re la t ion (16) m u ß m a n u —- Ho einsetzen. Der P u n k t (16) 
liegt nach (7) auf der a sympto t i s chen T a n g e n t e der F l äch e 0 im P u n k t e 
//(Ho) nur in dem Falle, wenn die R e l a t i o n (13) gilt . D a n n zerfällt aber der 
Kegelschni t t . 
Längs der Kurve k[y(uo), y(u^)] b e r ü h r t der quadra t i sche Kegel mi t der 
Spitze V[y(uo), y(uo)] die zur gegebenen R(y, H)-Schar gehörende F läche 
iJ(y. y). Dieser Kegel ist die Hüllf läche der Schmiegebenen der K u r v e n der 
gegebenen 7?(//, //)-Schar längs der E rzeugenden p (u = H0) der F läche 0 
(siehe a ) ) . 
Satz 6. Die Spitze V[y(uo), yfao)] liegt auf der Tangente der FleknodaJkurve der 
Fläche 0 im Punkte y(uo) nur in dem Falle, wenn in dem Punkte y(uo) beide 
Fl(Liiodulpunkte der Geraden p (u — u0) zusammenfallen. 
B e w e i s . Wir setzen voraus , daß die Re la t ion (9) gil t . Aus den Gleichungen 
(11) bekommen wir leicht die K o o r d i n a t e n der Spi tze V[y(uo), y(uo)]. 
•»'L __ — [ — J ^ 2 1 — Q)(ß22 + ßu)~ 021 + (1/521 — 0)'] 
•»•3 2O 
••'•2 |(/>22 — ßu)(ß22 + ßll) + 0C92 O-n |(/522 ß\l)' 
•i'3 2O 
X 4 
In diesen Gleichungen m u ß m a n für u den W e r t Uo e inse tzen . Die Koord ina te 
j'2 ist gleich Null nu r in dem Falle, w e n n die Gleichung (14) gilt. N a c h (10) 
fallen aber beide F l eknoda lpunk te der Geraden p z u s a m m e n . 
(1) Weiter werden wir die H-Scharen mi t den imaginären G r u n d k u r v e n 
( 1 7 ) 72i>* + 2hv + l{) = 0. h = li(u), 
be t rach ten . Wir werden vorausse tzen , daß 1%, i — 0, 1, 2, ana ly t i sche F u n k t i o -
nen im Interval l / sind und die quadra t i sche Gleichung (17) für v imaginäre 
Wurzel im In te rva l l I h a t . 
Wir ändern nun die pa ramet r i sche Schar der F läche 0 durch die Gleichung 
(18) v = X(u) + v/i(u). 
Die Gleichung (1) lau te t dann : 
(19) x y -f rz, y ^ y + Ä(U)Z, Z ^ /i(u)z, 
und die (de ichung (20) h a t d a n n folgende Form: 
(20) rz\hf1?(u)]
 ! r{'2liu(u) + 2h)\u)u(u)\ + [/0 + 2lul(u) f h/?(u)] •-= 0. 
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Alan kann nun /au), a[n) s o wählen, daß die (deichum ; (2m di< Wurzel 
-•-• * / ha t . Hs genügt 
/, |/- (// /„/,! 
/W'l") 
/i< wählen. 
Der Aufdruck •(/•' -/ (V) ist positiv (Nach de» Vorausser/.iuio., <i,d.< di« 
Relation (17) imaginäre Wurzel hat . ) Die Kurven i17) haben dam; },,V 
ijondo ( deVhung: 
/- -| I 0, 
Im folgenden werden wir voraussetzen, daß die Lei tkurven der Viaehe '/> 
in der (deichung (1) schon so gewähl t sind, daß die hc l raehto te (deiohuirj 
(17) die Vorm 
(22) v2 + I. ••-• 0 
hat . Die //-Scharon mit d(Mi G r u n d k u r v e n in den Kurven (22) bezeichnen wir 
mit / / ( / ' ) . 
Satz 7 . Jede ll(U)-Schar ist eine Schar der / r/t* fjrall am'n </>/ Uifu c< ,tti,ri-
'jlcic/nnaj 
' ßi-i \ [ß'i-i -ßn 
2 
'co o t'na beliebige Funktion des Parametern u ist. 
Nach a) werden war notwendig voraussetzen, dal.) die Funkt ion >> < h n DihV-
rentialk lasse 0] im Intervall / ist. 
B e w e i s . Setz(M) wir voraus, daß die DifFerentialgleichung d(M' be t rachte ten 
7/-Sehar die Form (3) liat. WVnn du rch (3) die 7?(U)-S( bar best immt oT. daim 
berühren die Kurven dieser Schar die a s y m p t o t i s c h e n K i r n e n (7) (iei FläVhe 
in den Punk t en der Kurven (22), es gilt d a n n 
Ißii \ i(/^2 ßii)'-'--- \lfa\V1 — x •-- 2ßv — yr- n[r- • I). e -.-. n[,n. 
Leicht bekommen wir dann 
(24) a :--• i/n-2 o, 2ß .-= i(/?22 •-• f ! u ) : y - -A//_!i -o. 
Schließen wurden Fa l le -= Oaus, im Falle o -~ 0 ist nämlich, die //-Schar a symp-
tot isch. 
Satz 8. Keine der R(l:)--Schar ist quadratisch. 
B e w e i s . Wir setzen für x, ß, y n ach (24) in die (de ichung (4) ein; d a n n be-
kommen wir: 
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•3!-'j( \ n L>)'\ • >H~ a 2 . - - (—i /L , </)
 : Á(/V I ; \ , ; < - V:-, 
V '' |«22 a и - ' ( / ; - - />'ц)' г V 
•ÍMI> Ą/•>'!-('/•'•-'- V ) 
•-»( \^i c)! ; i«i-2- (At*io- • !.-') • w - v ', 
+ -u \ + , s " ' ) d ( + / + — Q)(Zrh> ,/hi) : ' : / > . - ! i / •:•.-
/ ' + ! ! >*\j.,.: ;j,x • 2 ( / + - - / h i ) ' -- + + - / + } " 1 + 2 
-•• + i ) 2e+,h, O)! : '"|a., ( ' / 4 '/) :'+'-... . + ++!.• 
c)| ' j 2 : + ; + ; + b 
+ c< + / I) 
Duron da -/'cichungen {::,'t\ -md die zu den 11(1 )-Sehareu '..'obj'^e.,/-,- 11 tili 
U V I Ü w , * nur eine der .// / ') -Seharen voraussetzen (d. b. <> e t un / d e ev 
. •••.••. F u n f / o n (ii-.s P a . a m c t o r s o der J) iTbivntialklasse (''') dam v-u.d. durch 
i-b">j ihr den k o n s t a n t e n Werf des P a r a m e t e r s H im mer die kuhisc.H u Kurven 
an!' d( ; Flache /2 gegeben. Diese K luven d r i t t e r O r d n u n g z e r u / v n in die 
K u r v e niedrigerer O r d n u n g e n n u r in d e m Falle, wenn die Determinante 
a;v <{r\\ Koeffizienten bei + . k - - 0. F 2 : 3, in den (deb ' lmnge, . (2") gloicii 
Null ist. Die / / + ) - S o h a r k ö n n t e d a n n quadra t i sch oder sohvnt bildend sein. 
Weim für //. (<t) <)({<•) - 0 g u t , d a n n zerfallt die K u r v e k+o) in eine Gerade. 
Im folgenden setzen w i r o + ) / 0 für nel v o r a u s - Dil' K u r v e n k'x) zerfallen 
d a n n , wenn 
l- 'd +22 a n •,(/+ - + + ) f \(ßt- ßu) — <j(ßv2 ! + 1 + : +21 ; z... 
.1/4 " " tiß'vi ; l / b + / + ! + 1) -i- \ßvi(ß-2 d /hi) -! O(/+-- / + + <b gilt 
<• ist nach (ha* V o r a u s s e t z u n g eine reelle F u n k t i o n dos P a r a m e t e r s n im Inter­
vall /. nach a) sind auch a//.-, / :+• a<Vj, / + . , i, k = I, 2. reelle F u n k t i o n e n des 
P a r a m e t e r s u im I n t e r v a l l 1. D a n n gilt notwendig : 
+ 7a) *2.>----at, - i ( ^ 2 —^11) + K/8L — ^fi) — 6 + + 1 /?2i) -- 0, 
(27h) z.», i a,., — 2 / 4 --- \ß\-> + l-/?2i(^22
 J + 1) -I ++(+2 4- /hi) + 
+ Q(ß22 — ßll) = 0. 
Wenn wir diese .Relationen in die Gleichungen (25) einsetzen, b e k o m m e n wir: 
(2K)Ti(l ! l<2+ ^ | ^ + + + 1 - - ( ? ) ] + [ — « 2 1 - 1 • ißn-\-Q'~--\ß2l(ß22 + ßn) -
— k>(/^ L ßn)l 
T2(l ; /*)"» - v[ai2 + O' — -le(/?22 + ßn) d ]/h2(022 d /hl) — 2 / 4 l -" 
- 2 0 ( ^ 1 2 — o) , 
, r 3 ( l i- l'
2)-1 -- 2o, 
, r 4 ( l -i- y
2 ) - 1 - 2?;o, 
З F 
wo Q, Qf nach (27a) oder (27b) noch eingesetzt werden muß. Die rechten Seiten 
dieser Gleichungen hängen linear von dem Parameter v ab. Wenn für R(U)-
Schar die Gleichungen (27) gelten, dann ist die R(F)-Schar schiebt bildend, 
falls gleichzeitig 
(29a) a22 — an — \(ß^ — ß'n) + J ( ^ , — fl^) =- 0, 
(29b) a2i + ai2 — hß^ — Ml, + |ß21(ß22 4- /?,-.) + -lßvl(ß.,2 } p'n) - 0 
nicht gilt. Wenn (29a), (29b) gilt, dann haben die Relationen (27) die Lösung 
Q==0. 
Besonders werden wir den Fall /?22 — ßn = 0 und den Fall ßi> 4 fl-zi —- 0 
betrachten. 
Im folgenden werden wir voraussetzen, daß die Fläche 0 keine Quadrik ist, 
Satz 9. Wenn die Kurven v2 +• 1 — 0 nicht mit den Fleknodalkurven d< r 
Fläche 0 zusammenfallen und wenn ß±2 4- ßi\ 4- 0, /i>2 — /"m -/ ° füru^I 
gilt, dann und nur dann existiert eine schichtbildende R(U)-Schar, wenn 
a22 -^—Kß'^ — ß'^ + Kßl-ßl) = 
/S12 + /fo 
a2l + 0CV1 - - Aß21 — i ß i ä j - i#-l(/*22_ + /?l0_+ i/>I2(/^2 -" /"ill) 
— (#82 — ftl) 
gilt. 
B e w e i s . Die Relation (30) bekommen wir durch. Ausseh ließen der Größe <j 
aus den Gleichungen (27). Die Kelationen (29) sind nach (10) die Bedingungen, 
daß die Flekonodalkurveii der Fläche 0 mit den Kurven v1 4- 1 0 zusam-
menfallen. Wenn (29) gilt, dann existiert, unter Voraussetzung ßi-> + [>?A - (). 
fe-—ßn T 0 keine schichtbildende I?(f7)-Schar. 
In der Behandlung [4] findet man die Bedingligen, daß unter den It-Seharen 
mit den gemeinsamen reellen nichtzusammenfaüenden Grundkurven eine 
schichtbildende R~Schar existiert. Unter Voraussetzung, daß keine der ange-
führten Grundkurven asymptotisch oder Fleknodalkurve der Fläche 0 ist. 
ist die Existenz der schichtbildenden R-Schar durch die Bedingung der Kon-
jugiertheit der beiden Grundkurven im Sinne von T e r r a e i n i [3| gegeben. 
Die Kelation (30) ist die ähnliche Bedingung für die Existenz (unter Voraus 
Setzung ßi2 4- ßzi + 0, ß-22 ~ - flu + 0) der schichtbildenden I?(U)-Schar. 
d. h. der R-Schar mit den imaginären Grundkurven (22). Die Konjugiortheit 
von zwei imaginären Kurven der Regelftächc 0 kann man allerdings nicht so 
einführen, wie es für die reellen Paare Terraeini in der Behandlung [3] tut. 
Betrachten war die R-Scharen mit der Differentialgleichung, welche die 
Lösungen v — + i hat. Diese Differentialgleichung hat folgende Form: 
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(31) D'+ 0(1 + ^ ) = 0, 
i) ist eine beliebige Funktion des Parameters u, wir werden voraussetzen, daß 
diese Funktion im Intervall I der Klasse C1 ist. 
Die Grundkurven der Scharen (31) sind die Kurven 
(32) [,9 + \ß2X]v* + [-1(022 — 0n)> + [0 — i0i2] - 0. 
Setzen wir weiter 
(33) 0 1 2 + 0 2 1 = 0 , 0 2 2 — 0 1 1 + 0 
für u e I voraus. 
In diesem Falle ist die Existenz der schichtbildenden H(U)-Schar durch 
Gültigkeit der Gleichung (29a) und Ungültigkeit der Gleichung (29b) gegeben. 
Wenn (29a) gilt, dann ist das Paar der Kurven v2 — 1 = 0 mit dem Paare 
der Kurven (32) für alle Werte von 0 apolar. Die Gleichung (29a) ist nach (10) 
die Bedingung, daß die Fleknodalkurven der Fläche 0 und die Kurven Cy, 
Cz die harmonische Lage haben. 
Setzen wir nun voraus, daß 
(34) 022 — 011 ••= 0, 0L2 + 021 + 0 
für u e: / gilt. Dann haben die Kurven, in deren Punkten die Kurven der 
R(lT)-Schar die parametrischen Kurven berühren, und die Kurven Cy, Cz die har-
monische Lage. Die Bedingung der Existenz der schichtbildenden P(U)-Sehar ist 
demnach die Gültigkeit der Gleichung (29b) und die Ungültigkeit der Gleichung 
(29a). Wenn (34), (29b) gilt, dann sind nach (10) die Fleknodalkurven der 
Fläche 0 zu den Kurven v2 — 1 —- 0 apolar. 
Wenn 
(35) 012 + 021 -= (), 022 — 0ii - 0 
gilt, dann ist die Existenz der schichtbildenden P(l7)-Schar nach (27) durch 
die Relationen 
(30) a22 —- an = 0, ai2 + a2i = 0 
gegeben. Wenn (35), (3(>) gilt, dann ist die Determinante aus den Koeffizienten 
bei rK\ k = 0, 1, 2, 3, in der Gleichung (25) immer gleich Null, alle R{C)-
Scharen sind schichtbildend. Nur in dem Falle, wenn die Relationen (35), 
(3<>) geltem, sind die Punkte 
y + iz, y' + iz\ y" + iz'\ 
und ähnlich auch die Punkte 
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